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Fluid-solidþ interactionþ modelþ problemþ 5þ

U∞

D

L = 2D

H = 0.06D

D

Parametersþ :þ
I ρsolidþ/ρ�uidþ = 1þ,þ
I Poissonþ coe�cientþ νs = 0.4þ,þ variableþ rigidityþ coe�cientþ KBþ,þ
I Variableþ Reynoldsþ numberþ Reþ = U∞D/ν.þ

Physicsþ modelingþ :þ
I Incompressibleþ laminarþ �ow,þ
I Non-linearþ elasticþ solidþ (Saint-Venantþ Kirchho�).þ

5þ.þ Lee,þ J.þ andþ You,þ D.,þ Phys.þ Fluids,þ 2013þ
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Howþ toþ handleþ theþ �uid-structureþ couplingþ

Toþ handleþ theþ movingþ domainþ :þ Arbitraryþ Lagrangianþ Eulerianþ formulationþ 6þ

Theþ coupledþ problemþ isþ thenþ writtenþ asþ

B∂q

∂t
−R(q) = 0 inþ aþ �xedþ domainþ Ω0

q =


velocityþ (solid/�uid)þ

displacementþ (solid/þ�uidþ)þ

pressureþ (�uid)þ

B,R =


Navier-Stokesþ equationsþ (�uid)þ

Elasticityþ equationsþ (solid)þ

Stress/velocityþ continuityþ (interface)þ

Fluidþ meshþ equationþ

6þ.þ Donea,þ J.þ etþ al.þ Enc.þ Comp.þ Mech.,þ 2004þ
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Steadyþ symmetricþ solutionþ

Caseþ Reþ = 80þ,þ KBþ = 0.015þ (sameþ asþ inþ theþ video).þ Letþ usþ solveþ 7þ

R(qb) = 0

Fluidþ velocity :þ

7þ.þ Newtonþ methodþ implementedþ inþ theþ �niteþ elementþ softwareþ FreeFem++þ (www.freefem.org)þ
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Linearþ stabilityþ problemþ

Non-linearþ problemþ

B∂q

∂t
(x)−R(q)(x) = 0 x ∈ Ω0
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Linearþ stabilityþ problemþ

Non-linearþ problemþ

B∂q

∂t
(x)−R(q)(x) = 0 x ∈ Ω0

Long-termþ asymptoticþ stabilityþ

q(x, t) = qb(x) + ε q̂(x) exp(λ+ iω)t ε � 1

Linearþ stabilityþ problemþ → lookþ forþ unstablesþ modesþ (λ > 0, ω, q̂)

(λ+ iω)B q̂− ∂R
∂q

∣∣∣∣
qb

q̂ = 0
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Eigenvalueþ problemþ

Monolithicþ �uid-solidþ coupling :þ

q̂fþ :þ �uidþ velocity/pressure,þ

q̂sþ :þ displacement.þ

Fullþ coupledþ problemþ :þ

(λ+ iω)

[
B�þ 0þ
0þ Bssþ

] [
q̂fþ
q̂sþ

]
−

[
A�þ Afsþ

Asfþ Assþ

] [
q̂fþ
q̂sþ

]
= 0
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Largeþ eigenvalueþ problem,þ solvedþ inþ FreeFem++þ/ARPACKþ 8þ withþ
�nite-elementsþ andþ anþ exactþ Jacobianþ matrix.þ

8þ.þ www.caam.rice.edu/software/ARPACK/þ
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Fluid-solidþ linearþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ solutionþ

Spectrumþ (þReþ = 80þ,þKBþ = 0.015þ) :þ
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Theþ steadyþ modeþ isþ unstableþ overþ aþ �niteþ rangeþ ofþ rigidities,þ

Inþ whatþ followsþ weþ focusþ onþ thisþ range.þ
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Neutralþ curveþ forþ theþ steadyþ modeþ

10þ−3 10þ−2 10þ−1

50þ

100þ

150þ

200þ

250þ

unstableþ

Sti�nessþ KBþ

R
ey
n
o
ld
sþ
n
u
m
b
er
þR

eþ

Canþ weþ describeþ theþ steadyþ modeþ neutralþ curveþ withþ aþ simpleþ modelþ ?þ
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9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

y1

F fþ→sþ
(1)

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

y1

F fþ→sþ
(1)

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

y1

F fþ→sþ
(1)

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

y1

F fþ→sþ
(1)

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

slo
pe

:þ ∂
F
fþ→

sþ

1

/∂
qþ
(1
)

y1

F fþ→sþ
(1)

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

slo
pe

:þ ∂
F
fþ→

sþ

1

/∂
qþ
(1
)

y1

F fþ→sþ
(1)

Non-zeroþ (=deviated)þ solutionsþ ifþ y1 6= 0þ ⇒

−k1(KBþ) +
∂F fþ→sþ

(1)

∂q̂
(1)
sþ

(Reþ) = 0 (solidþ sti�nessþ cancelledþ byþ theþ �uidþ addedþ sti�ness)þ

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Example :þ one-modeþ approximationþ

Equilibriumþ betweenþ theþ solidþ sti�nessþ andþ aþ �uidþ addedþ sti�nessþ 9þ(
−k1(KBþ) +

∂F fþ→sþ
(1)

∂q̂
(1)
sþ

)
y1 = 0

Approximationþ ofþ theþ linearizedþ �uidþ loadþ

0þ 2þ 4þ
−1þ

−0.5þ
0þ

0.5þ

1þ

0.01þ 0.02þ

0.02þ

0.05þ

slo
pe

:þ ∂
F
fþ→

sþ

1

/∂
qþ
(1
)

y1

F fþ→sþ
(1)

Non-zeroþ (=deviated)þ solutionsþ ifþ y1 6= 0þ ⇒

−k1(KBþ) +
∂F fþ→sþ

(1)

∂q̂
(1)
sþ

(Reþ) = 0 (solidþ sti�nessþ cancelledþ byþ theþ �uidþ addedþ sti�ness)þ

Sameþ mechanismþ asþ theþ divergenceþ instabilityþ inþ aeroelasticityþ

9þ.þ Dowell,þ etþ al,þ Springer,þ 2004þ
Jean-Louþ PFISTERþ 14þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Modelþ resultsþ

Neutralþ curveþ

10þ−3 10þ−2 10þ−1

50þ

100þ

150þ

200þ

250þ

unstableþ

Sti�nessþ KBþ

R
ey
n
o
ld
sþ
n
u
m
b
er
þR

eþ

Jean-Louþ PFISTERþ 15þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Modelþ resultsþ

Neutralþ curveþ vs.þ one-modeþ approximationþ

10þ−3 10þ−2 10þ−1

50þ

100þ

150þ

200þ

250þ

unstableþ

Sti�nessþ KBþ

R
ey
n
o
ld
sþ
n
u
m
b
er
þR

eþ

Jean-Louþ PFISTERþ 15þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Modelþ resultsþ

Neutralþ curveþ vs.þ two-modesþ approximationþ

10þ−3 10þ−2 10þ−1

50þ

100þ

150þ

200þ

250þ

unstableþ

Sti�nessþ KBþ

R
ey
n
o
ld
sþ
n
u
m
b
er
þR

eþ

Jean-Louþ PFISTERþ 15þ /þ 21þ BIFDþ 2017þ



Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ Resultsþ

Modelþ resultsþ

Neutralþ curveþ vs.þ two-modesþ approximationþ

10þ−3 10þ−2 10þ−1

50þ

100þ

150þ

200þ

250þ

unstableþ

Sti�nessþ KBþ

R
ey
n
o
ld
sþ
n
u
m
b
er
þR

eþ

Goodþ agreement :þ theþ hypothesisþ isþ validated.þ
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Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ deviatedþ stateþ

Outlineþ

1þ Introductionþ

2þ Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ symmetricþ stateþ

3þ Fluid/solidþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ deviatedþ stateþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ
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Supercriticalþ pitchforkþ bifurcationþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ

R(qdevþ) = 0
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ

R(qdevþ) = 0
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Deviatedþ steadyþ solutionsþ

Startingþ formþ qþb,þ weþ nowþ followþ theþ deviatedþ stationaryþ solutionsþ

R(qdevþ) = 0
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Fluid-solidþ linearþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ deviatedþ solutionþ

Spectrumþ (þReþ = 80þ,þ KBþ = 0.015þ) :þ
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Fluid-solidþ linearþ stabilityþ analysisþ ofþ theþ deviatedþ solutionþ

Spectrumþ (þReþ = 80þ,þ KBþ = 0.015þ) :þ
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Modeþ (þu velocityþ andþ solidþ displ.) :þ
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Stabilityþ onþ theþ deviatedþ stateþ

Nowþ weþ computeþ theþ linearþ globalþ modesþ ofþ theþ deviatedþ stateþ qþdevþ(x) :þ
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Stabilityþ onþ theþ deviatedþ stateþ
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Stabilityþ onþ theþ deviatedþ stateþ

Nowþ weþ computeþ theþ linearþ globalþ modesþ ofþ theþ deviatedþ stateþ qþdevþ(x) :þ
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Onlyþ oneþ unstable,þ unsteadyþ branchþ now.þ
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Modesþ interactionþ

Evolutionþ ofþ theþ liftþ coe�cientþ inþ theþ non-linearþ solution,þ KBþ = 0.015þ
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1þ Modesþ σs andþ σu growþ onþ theþ symmetricþ steadyþ solution,þ

2þ Non-linear,þ steadyþ deviatedþ solution,þ

3þ Theþ modeþ σdevþu developsþ onþ theþ deviatedþ solution.þ
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Modesþ interactionþ
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Conclusionþ

Linearizedþ �uid/solidþ stabilityþ analysisþ canþ predictþ wellþ theþ instabilityþ
thresholds,þ

Theþ staticþ �uid/solidþ bifurcationþ mechanismþ isþ aþ solidþ sti�nessþ
cancellationþ dueþ toþ negativeþ �uidþ addedþ sti�ness.þ

Thankþ youþ �þ Questionsþ
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Appendixþ �þ Parametersþ

Non-dimensionalþ parametersþ :þ

Reþ =
DU∞
ν

, KBþ =
EH3

12ρf U2
∞L3

, Mρ = ρs/ρf

Inþ thisþ study :þ

H/L ∼ 1%

Reþ ∼ 100þ

KBþ ∼ 10þ−3 − 1þ

Mρ = 1þ

Correspondingþ valuesþ inþ theþ realþ worldþ (e.g.þ inþ aþ waterþ chanel)þ :þ

D ∼ 1þ mmþ,þ U∞ ∼ 0.1þ mþ/sþ,þ E ∼ 1þ− 100þ MPaþ (rubber)þ

→ Haemodynamics,þ smallþ water-swimmers,...þ



Appendixþ �þ Spatialþ discretizationþ

Domainþ x/D ∈ [−20, 50],þ y/D ∈ [−20, 20]
Finiteþ elementsþ P2þ forþ velocity/displacement,þ P1þ forþ theþ pressureþ

Conformalþ meshþ withþ ∼ 30kþ elementsþ → 200kþ d.o.f.þ inþ theþ stabilityþ
problemþ



Appendixþ �þ Non-linearþ ALEþ systemþ

Localþ equationsþ 10þ

Jþ
∂u

∂t
+∇uΦ

(
u−

∂ξ

∂t

)
−∇ ·Σf = 0, �uidþ momentumþ eq.þ

∇u : ΦT = 0, �uidþ continuityþ eq.þ

∇2ξ = 0, extensionþ eq.þ

Mρ
∂2ξ

∂t2
−∇ ·Σs = 0 solidþ momentumþ eq.þ

Constitutiveþ relationsþ

Σf =

(
−pI+

1

Reþ

1

J

(
∇uΦ+ΦT∇uT

))
ΦT, viscousþ �uidþ

Σs = λ tr
(
FTF− I

)
I+ 2µ

(
FTF− I

)
Saint-Venantþ Kirchho�þ solidþ

Interfaceþ conditionsþ :þ stress,þ displacementþ andþ velocityþ continuity.þ

10þ.þ Φ = JF−1,þ F = I + ∇ξ,þ J = detF (geometricþ transformationþ operators)þ



Appendixþ �þ Stationaryþ solverþ

Problemþ :þ Solveþ theþ stationaryþ non-linearþ systemþ :þ

R(q) = 0.

Approachþ :þ Newtonþ methodþ → solveþ successivelyþ linearþ systemsþ :þ

∂R
∂q

∣∣∣∣
qk

(
qk+1 − qk

)
= −R(qk).

Monolithicþ approachþ :þ theþ �uid,þ solidþ andþ extensionþ equationþ areþ
solvedþ simultaneously.þ

Exactþ Jacobianþ implementationþ :þ anþ analyticalþ derivationþ ofþ ∂R/∂qþ isþ
doneþ ratherþ thanþ �nite-di�erencesþ → gainþ inþ convergence.þ

Directþ solverþ MUMPSþ forþ linearþ systems.þ



Appendixþ �þ Eigenvalueþ solverþ

Problemþ :þ Solveþ theþ eigenvalueþ problemþ :þ

σBq̂− ∂R
∂q

∣∣∣∣
qb

q̂ = 0

Unknownsþ (onþ theþ wholeþ domain)þ inþ qþ :þ 2×velocityþ +þ 4×displacementþ +þ
4×displacementþ velocityþ (�uid/solid,þ overlapping)þ +þ 1×pressureþ +þ
interfaceþ Lagrangeþ multipliersþ → symmetricþ B matrix.þ

Proceduresþ :þ

Exactþ Jacobianþ implementation,þ

Shift-and-invertþ &þ ARNOLDIþ method,þ

MUMPSþ solverþ forþ LUþ matrixþ decomposition,þ

ARPACKþ interfaceþ inþ FreeFem++.þ



Appendixþ �þ DNSþ

Approachþ :þ ALEþ equationsþ inþ referenceþ conf.þ +þ monolithicþ weakþ formþ 11þ :þ

+ Noþ mesh-movingþ procedureþ (exceptþ forþ post-treatments)þ

+ Noþ numericalþ added-massþ e�ectþ

− Stronglyþ non-linearþ

Procedureþ :þ Atþ eachþ time-stepþ n theþ fullyþ implicitþ problemþ

∂q

∂t

∣∣∣∣n+1 +R(qn+1, qn, ...) = 0

isþ solvedþ usingþ FreeFem++,þ withþ

aþ (evtl.þ shifted)þ Crank-Nicholsonþ time-discretizationþ schemeþ (þ2þndþ order),þ

aþ Newtonþ methodþ +þ exactþ Jacobianþ expressions,þ

parallelþ matrixþ assemblyþ &þ MUMPSþ directþ solver.þ

Validatedþ byþ comparisonþ withþ popularþ FSIþ benchmarksþ (Turekþ &þ Hron)þ

11þ.þ Richter,þ T.þ etþ Wick,þ T.þ Finiteþ elementsþ forþ

�uid-structureþ interactionþ inþ ALEþ andþ fullyþ Eu-

lerianþ coordinatesþ Comp.þ Meth.þ inþ Appl.þ Mech.þ
Eng.,þ 2010þ
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