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Modèle d’états neuronaux
Introduction d’une partie linéaire explicite
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Contexte

Essor de l’intelligence artificielle/réseaux de neurones :

▶ Une augmentation du nombre de données

▶ Des algorithmes performants [Kingma and Ba, 2017]

▶ Des bons résultats pour l’identification de systèmes dynamiques
[Schoukens, 2021, Rivals, 1995, Raissi et al., 2019, Revay et al., 2020]

▶ Problématique : Comment à l’aide de l’apprentissage par réseaux de neurones
projeter les données sur une classe de modèles qui facilite ensuite la synthèse
d’une commande robuste ?
▶ appprentissage donc méthodologie de génération de données
▶ modèle donc différent d’une approche purement ”Data-driven”

[Kergus, 2021, van Waarde et al., 2020, Martin and Allgöwer, 2021]

Deux axes :
▶ Paramétrisation
▶ Intégration de contraintes ”système” à prendre en compte dans l’optimisation
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Modèle d’états neuronaux

Paramétrisation d’un modèle d’état par réseaux de neurones :

▶ Neural State-space models [SUYKENS et al., 1995] :{
xk+1 = fθ(xk , uk)
yk = gθ(xk , uk)

(1)

Quelle forme pour fθ, gθ ?

▶ Quelle classe choisir ?

▶ A partir de la classe choisie comment orienter l’apprentissage pour la
commande ?
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Introduction d’une partie linéaire explicite

▶ Introduire une partie linéaire donne un bon point d’initialisation.
[Sjoberg, 1997][Schoukens, 2021] :{

ẋ = Ax + Bu +Wxσ(Wfx x +Wfuu + bf ) + bx
y = Cx + Du +Wyσ(Wgx x +Wguu + bg ) + by

(2)

▶ On peut l’initialiser grâce aux techniques linéaires telles que best linear
approximation, [Pintelon et al., 2020] ou la méthode des sous-espaces
[Van Overschee and De Moor, 1994].

▶ Cela permet d’inclure des dynamiques linéaires et de faciliter l’optimisation.
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Quelle cible pour la commande robuste ?

▶ Robustesse des systèmes linéaires : champ mature.

xk+1 = Axk + Buk + Gwk

yk = C1xk + D11uk + D12wk

zk = C2xk + D21uk + D22wk

(3)

▶ Indicateur de performance et de robustesse

=⇒ Volonté de projeter sur une classe linéarisable
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Linéarisation exacte par retour d’état.

On considère un système affine en la commande :{
ẋ = Ax + Bu + fNN(x) = f (x) + g(x)u
y = Cx + gNN(x) = h(x)

(4)

Un problème bien étudié pour cette classe de modèles est de trouver une loi de commande
:

ulin = α(x) + β(x)v

et un difféomorphisme z = Φ(x) telle que (4) soit équivalent en boucle fermée à un
système linéaire : {

ż = Azz + Bzv
y = Czz

(5)
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Méthodologie
De cette idée, on propose la procédure d’apprentissage suivante :
Soit un jeu de données(uD , yD , xD)

1. On détermine (ABLA,BBLA,CBLA) à partir d’ (uD , yD)

2. On choisit ACL pour placer les pôles de la boucle fermée à partir de (ABLA,BBLA)
et on la fixe.

3. On paramétrise le modèle suivant (M) :{
ż = ACLz + BβNN(xD)(u − αNN(xD))
yM = Cz

(6)

▶ αNN , βNN étant 2 réseaux de neurones

4. On minimise la fonction de coût L(yM , yD) =
1

NBT

∑N−1
i=0

∑T−1
j=0 (y

(i ,j)
D − y

(i ,j)
M )2

▶ NB étant la taille du batch, T la période d’intégration
▶ y (i,j) étant l’instant j du i ème batch.
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Identification : Silverbox

▶ Le jeu de données Silverbox provient d’une implémentation électronique d’un
oscillateur non-linéaire. [Wigren and Schoukens, 2013]

▶ Il est décrit par : {
mÿ + cẏ + k(y)y = u

k(y) = a+ by2

▶ Linéaire en u

▶ Donneés de nonlinearbenchmark.org

▶ Implémenté avec PyTorch [Forgione and Piga, 2021] et RK4 en solver
d’intégration.

▶ Optimiseur ADAM
▶ L’état interne du réseau est une variable d’optimisation.
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Validation

On entrâıne 2 modèles dont un qui nous servira de simulateur pour validation :

▶ Modèle ”P” : {
ẋP = AxP + Bu + fNN(xP)
yP = CxP + gNN(xP)

(P)

▶ Avec xD =

(
yP
˙yP

)
▶ Modèle ”M”: {

ż = ACLz + BβNN(xD)
−1(u − αNN(xD))

yM = Cz
(M)

▶ Soient λ1, λ2 les valeurs propres de ABLA. On choisit sp(ACL) = {−|λ1|,−|λ2|}
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Identification : Silverbox

Résultats d’entrâınement
:

▶ Bleu : yD .

▶ Rouge (haut) :
erreur entre les
données et le modèle
de simulation P
(MSE : 2.12.10−6).

▶ Jaune (bas) : erreur
entre les données et
le modèle M (MSE :
2.20.10−6).
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Réponse aux conditions initiales

Comparaison entre P et M.
Haut : boucle ouverte,
Bas : boucle fermée.

▶ Bleu : modèle P

▶ Rouge : modèle M
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Limites de l’exemple

Premiers résultats intéressants mais un exemple limité :

▶ Monovariable

▶ Peu non-linéaire

▶ Difficile par nature, de déterminer des objectifs de commande

▶ Linéarisable par retour d’état (”plat”)

Comment étendre cette démarche à une classe de systèmes plus large ?
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Projection sur un modèle quasi-linéarisable

On cherche donc un modèle quasi-linéarisable par retour de sortie (RF-SSNN):

xk+1 = Axk + B(uk + α(yk)) + gn(xk , uk)
yk = Cxk

(7)

α(y) = Whσα(Wyy + by ) + bα

gn(x , u) = Wgσg (Wxx +Wuu + bx) + bg
(8)

Modèle non-linéaire mais comment minimiser le résidu non-linéaire ∥gn∥ ?
=⇒ maximiser l’explicabilité par la partie linéaire
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Procédure d’apprentissage

On cherche à minimiser ∥gn(x , u)∥ par rapport ∥Ax + Bu∥:
▶ Initialisation linéaire A0,B0,C0

▶ C = C0 pendant l’entrâınement

Fonction de coût :

θ̂ =argmin JN(θ)

JN(θ) =
1

N

N∑
k=1

(
(y(k)− yθ(k))

2 + γgθ
n (x(k), u(k))

2
) (9)

Pondération de γ à définir comme un hyperparamètre.
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Exemples

Illustration sur 2 benchmarks :

▶ Wiener-Hammerstein (donneés de nonlinearbenchmark.org)

▶ Proie-prédateur
dx1
dt

= a1x1 − b1x1x2 − c1x1x3 + d1u
2
1

dx2
dt

= a2x2 − b2x1x2 − c2x1x3 + d2u
2
2

dx3
dt

= −ex3 + fx1x3 + gx2x3

(10)

Comparaison avec une forme générale (GR-SSNN):

xk+1 = Axk + Buk + fn(xk , uk)

yk = Cxk
(11)
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Résultats d’identification

▶ Wiener-Hammerstein γ = 1

RMSE
RF-SSNN

(This work, Eq. (7))
GR-SSNN
(Eq. (11))

LTI

Training 5.3× 10−4 3.6× 10−4 2.7× 10−2

Test 5.5× 10−4 3.7× 10−4 2.8× 10−2

▶ Proie-prédateur γ = 2

RMSE
RF-SSNN
(model (7))

GR-SSNN
(model (11))

LTI

Train 9.5× 10−2 6.7× 10−2 1.9
Test 9.3× 10−2 6.5× 10−2 1.9
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Résultats d’identification

Figure: Résultats d’identification pour Wiener-Hammerstein.
Blue: données,
Red: erreur avec le LTI,
Yellow: erreur avec RF-SSNN (7).
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Résultats d’identification

Figure: Résultats d’identification pour proie-prédateur.
Blue: données,
Red: erreur avec le LTI,
Yellow: erreur avec RF-SSNN (7).
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Influence des hyperparamètres

▶ Influence du paramètre γ

γ = 0.01 γ = 1 γ = 100

RMS error (y − yθ) 2.8× 10−4 5.5× 10−4 7.1× 10−3

mean( ∥gn(x ,u)∥∥Ax+Bu∥) 5.6× 10−3 1.9× 10−4 1.9× 10−5

▶ Norme de la partie linéaire vs résidu (boucle fermée)

∥Ax + Bv∥ ∥gn(x , v − α(y))∥ ∥gn(x ,v−α(y))∥
∥Ax+Bv∥

max mean max mean max mean

W.H. 8.6 1.9 5.3× 10−3 2.7× 10−4 4.1× 10−3 2.0× 10−4

P.P. 2.07 0.75 7.8× 10−2 1.4× 10−2 0.71 1.3× 10−1
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Résumé et perspectives

▶ Résumé
▶ Il existe des classes de modèles sur lesquels projeter les données par apprentissage et

qui sont utiles à la commande robuste.

▶ Perspectives :
▶ Démarche à prolonger sur un exemple fil rouge
▶ Extension au cas du rejet de perturbation
▶ Aller jusqu’à la synthèse et la définition du schéma de commande :

xk+1 = Axk + B(u − α(yk , dk)) + Gdk
y = C1xk
zk = C2xk + D21uk + D22dk

(12)

▶ Formalisation des objectifs de performance/robustification
▶ Ajout de contraintes sur le modèle linéarisé en boucle fermée
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